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Abstract

O objetivo do presente trabalho é desenvolver algumas propriedades de
categorias que sao mais gerais que categorias que sao topos. Apresenta-
mos, assim, os conceitos de categorias com morfismos verdade (CTM) e
prototopos, mostrando como se podem definir os morfismos verdade nes-
sas categorias de modo a prover uma semantica para linguagens propo-
sicionais usuais. Mostramos, também, que em categorias com morfismos
verdade vale um teorema andlogo ao teorema fundamental da teoria de
topos.

1. Introducao

A fim de acompanhar o presente trabalho, assumimos que o leitor esteja familiarizado
com o conceitos bésicos de teoria de categorias, incluindo a nocao de limite e colimite,
classificadores de subobjetos e exponenciacao®. Esperamos, assim, que o leitor conheca
as propriedades fundamentais de categorias que sao topos*. O objetivo é introduzir um
tipo mais geral de categoria, que denominaremos prototopos, que constitua um ambiente
em que se possa construir semantica para linguagens proposicionais®. Precisamos, entao,
de um tipo de categoria em que os valores de verdade podem ser definidos junto com os
morfismos verdade que correspondem as fungoes de verdade usuais como negagao, con-
juncao, implicacao e disjuncao. Vamos mostrar que para estas construcoes nao precisamos
que a categoria seja cartesiana fechada, em particular que tenha exponenciacao, mas ape-
nas que ela satisfaga uma propriedade dessas categorias, a saber, o que denominamos de
0-Axioma: se um morfismo possui como codominio um objeto inicial, entao ele é um
1somorfismo.

Segue-se do 0-Axioma, que se o dominio de um morfismo é um objeto inicial, entao
ele deve ser um monomorfismo. Isso implica que o morfismo

0—-1

deve ser um monomorfismo. Assim, assumindo que a categoria possui classificador de
subobjetos T : 1 — €0, o morfismo acima possui um carater dado por L : 1 — €. que é
identificado como o valor de verdade falso.

Se a categoria é nao degenerada, temos assim dois valores de verdade diferentes, T, | :
1 — Q, que correspondem ao verdadeiro e ao falso.
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3 Vamos utilizar a notagao de Goldblatt [6].

4 O leitor pode consultar além de Goldblatt [6], os seguintes textos fundamentais: Awodey [1], Bell
[2], Herrlich & Strecker [7] e MacLane [9]. Para a teoria de topos ver: MacLane & Moerdijik [10] e
MacLarty [11].

® Uma versdo preliminar e resumida do presente trabalho pode ser vista em de Souza [4].
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Categorias com morfismos verdade

Com o falso, é facil construir a funcao de verdade que corresponde a negacao. Como
1 :1 — Q éum monomorfismo, seu carater é dado por xy;, = f- : 2 — € que é o morfismo
verdade que corresponde a negacao. Para ver isso, é suficiente mostrar que f_ o T = L
e fool =T e temos o comportamento usual da funcao de verdade que corresponde a
negacao com respeito aos valores de verdade verdadeiro e falso.

Vamos mostrar que podemos fazer as mesmas construgoes para os morfismos que
correspondem as outras fungoes usuais de verdade, e apresentar como se comportam com
respeito aos valores de verdade. Para isto definiremos, por meio de axiomas, dois tipos
de categorias em que todas essas construcoes podem ser realizadas.

2. Categorias com morfismos verdade

Dizemos que uma categoria & é uma categoria com morfismos verdade (CTM) se e
somente se ela satisfaz os seguintes axiomas:

(CTM1) € é finitamente completa;

(CTM2) € é finitamente cocompleta;

(CTM3) € possui classificador de subobjetos;

(CTM4) & satisfaz a seguinte propriedade: (0-Axioma) Se existe um E-morfismo f :
a — 0 (0 é inicial em &), f é um isomorfismo. E, entao, temos que a e 0 sao isomorfos, e
a é também inicial em E.

Uma categoria € é dita finitamente bicompleta (completa e cocompleta) quando todo
diagrama finito em € possui limite e colimite. Nesse caso, € possui objetos terminais e
iniciais e, em &, pode-se fazer uma série de construcgoes uteis: produtos e coprodutos de
objetos e morfismos, equalizadores e coequalizadores, pullbacks e pushouts, etc.

Considere um objeto d em uma categoria €. Um subobjeto de d é uma certa classe de
equivaléncia de monomorfismos com codominio d. Sejam os €-monomorfismos f : a — d
e g : b— d. Dizemos que f é equivalente a g, em simbolos f = g se existe um isomorfismo

h :a — b tal que o diagrama
\f*
7

a

h d

b
comuta, isto é, f = goh.

E f4cil ver que = é uma relagdo de equivaléncia e, se Mon(d) é a classe dos mo-
nomorfismos com dominio d, entao um subobjeto de d é qualquer elemento do conjunto
quociente:

Mon(d)/= = {[f]=: f € Mon(d)}.

Se € é uma categoria com objeto terminal 1, entao um classificador de subobjetos para

€ é um E-objeto €2 junto com um E-morfismo

T:1-0Q

tal que satisfaz a seguinte propriedade universal:
(2-Axioma): Para cada monomorfismo f : @ — b existe um tnico €-morfismo x; :
d — (), denominado o morfismo caracteristico ou o cardter de f, tal que o diagrama

a
|
1

Ny
le

- ¢
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Construcoes basicas em CTM’s

é um quadrado pullback.

Uma categoria € é dita um topos se e somente se € ¢é finitamente bicompleta, possui
classificador de subobjetos e exponenciagao.

Diz-se que uma categoria € possui exponenciacao se, para cada E-objeto a, temos um
funtor exponencial (—)* : &€ — & que é adjunto a direita do funtor (=) x a.

Em termos elementares, isso significa que € tem produto para cada par de E-objetos
e, para quaisquer &-objetos dados a e b, existe um E-objeto, dito a exponencial de b por a,
denotado por b*, e um E-morfismo evy, : b* x a — b, denominado morfismo avaliacao, tal
que vale a seguinte propriedade universal: Para todo €-objeto ¢ e E-morfismo g : c¢xa — b,
existe um unico €-morfismo g : ¢ — b* tal que o seguinte diagrama comuta:

ba

4

X
b
X

gx1, b

7

C a

isto é, evg 0 (g x 1,) = g. Segue-se, imediatamente, que existe uma correspondéncia
biunivoca entre as classes €(c x a,b) e E(c,b%). (Se € é uma categoria e a e b sdo dois
&-objetos, entao E(a,b) denota a classe de todos os E-morfismos de a em b.) Quando uma
categoria € é finitamente completa e possui exponenciacao, entao € é denominada uma
categoria cartesiana fechada.

Dado que as categorias cartesianas fechadas possuem como consequéncia o 0-Axioma,
segue-se que todo topos ¢ uma categoria com morfismos verdade mas, no entanto, a con-
versa é falsa. Um exemplo de uma CTM que nao é um topos é a categoria SET<N, dos
conjuntos no maximo enumeraveis e funcoes entre esses conjuntos, que satisfaz o 0-Axioma
mas nao possui exponenciacao.

3. Construgoes basicas em CTM’s

Vamos comegar a examinar que construgoes e propriedades que sao vélidas em topos
e que permanecem validas nas categorias com morfismos verdade.
Seja &€, entao, uma CTM.

PROPOSICAO 1. Todo &-morfismo do tipo O Lo éum monomorfismo.

Prova. De fato, suponha que existam morfismos g,h : x — 0 tais que fog = foh.
Pelo 0-Axioma, g e h sao isomorfismos e, assim, x € inicial em €. Portanto, g = h e f é
monomorfismo. ]

PROPOSICAO 2. Todo monomorfismo em & € um equalizador.

Prova. Seja f : a — b um monomorfismo em €. Pelo (-Axioma, temos o seguinte

pullback:
o
y le
E——
o

la

— <— Q

Q

Queremos mostrar que f é um equalizador de x; e T := T o |. Verifiquemos primeira-
mente que xso f = T, o f. Como 1 é terminal em &, temos que |, = |, o f e , assim,
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Construcoes basicas em CTM’s

xfof=Tola=Tolpof=Tyof.

1
lb T
f 4 Xf\
a r g b Q
*
&
c
Seja, entdo, g : ¢ — b tal que xyog = Ty o0g. (Ver diagrama acima.)
c
b
Xr

—>.Q

Como 1 é terminal, |, = |, 0 ¢. Assim, xyfog = T,og = To|,og =T o, e, portanto,
o perimetro do diagrama acima comuta. Como se trata de um pullback, existe um 1nico
morfismo k : ¢ — a tal que fok = g. Assim, f é um equalizador de xy e Ty. ]

A proposicao 2 possui dois corolarios imediatos.

COROLARIO 3. Em &, um morfismo € isomorfismo se e somente se ele € monomor-
fismo e epimorfismo.

Prova. De fato, vale em toda categoria que todo isomorfismo é monomorfismo e epi-
morfismo. Por outro lado, em &, um morfismo que é epimorfismo e monomorfismo, pela
proposicao 2, é um epimorfismo equalizador. Mas, em uma categoria qualquer, um epi-
morfismo equalizador é sempre um isomorfismo. O

COROLARIO 4. Em &, um classificador de subobjetos T : 1 — Q é um equalizador de
1Q € TQ

Prova. Considere o seguinte diagrama:
T

1 — Q

J 5 e

1 —Q

=
e o resultado é consequéncia imediata da proposicao 2, lembrando que xt = 1q. O

Vamos, agora, considerar a importante construgao de imagens de morfismos com a
correspondente demonstragao que em CTM’s todo morfismo possui uma decomposigao
epi-mono. E importante perceber que em nenhuma destas construcoes é necessario que a
categoria possua exponenciacao.

Considere a categoria com morfismos verdade € e seja f : a — b um E-morfismo
qualquer. Como € ¢ finitamente cocompleta, forme o pushout:

b
|
.

J,

~
> <— 2

—
p

76



Construcoes basicas em CTM’s

e sejaimf : f(a) — b o equalizador® de p e ¢. O morfismo imf é denominado o morfismo
imagem de f. Como, pelo diagrama do pushout, go f =po f e smf é um equalizador,
existe um tnico f* tal que f =imf o f*. (Ver diagrama abaixo.)

flag— sy =Ly

R, /
f* \\ f

a
Vamos mostrar que f* é um epimorfismo e como equalizadores sao monomorfismos, f pos-
sui uma fatorizagao epi-mono. Para isto, vamos considerar primeiramente um resultado
preliminar.

LEMA 5. No pushout acima de f por f, se p = q, entdo f € epimorfismo.

Prova. Considere os morfismos g,h : b — x tais que go f = ho f.

/ b
|
r

N

|

x
Como o quadrado é um pushout, existe um tnico k tal que kop =g e koq = h. Como
p=gq,temos: g=kop=kogqg=he, assim, f é epimorfismo. ]

PROPOSICAO 6. Seja [ : a — b um E-morfismo. Assim, imf é o menor subobjeto de
b para o qual f se fatora. Isto €, se ha uma outra fatoracao de f dada por

f=vou:a—c—b

para algum u e v monomorfismo, entao existe um tunico k : f(a) — ¢ que faz o diagrama
a sequir comutar

e, assim, imf esta incluida em v.

Prova. Como v é um monomorfismo, pela proposicao 2, v é um equalizador de um par
de morfismos s,t : b — d. Considere o diagrama do pushout de f por f:

6 Como limites e colimites de diagramas sao sempre isomorfos, vamos usar o artigo definido fixando
um equalizador especifico qualquer. O mesmo abuso de linguagem serd feito para todos os outros limites
e colimites considerados no texto.
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Construcoes basicas em CTM’s

Entao, so f = sowvou=tovowu=to f. Assim, existe um tnico h tal que hop = s e
hoq=1.
Portanto, temos que:

soimf =hopoimf =hoqgoimf =toimf.
Como v equaliza s e t, temos:

v

t
C—>bS:’;T

Yk /i{m f
f(a)

Logo, existe um unico k : f(a) — ¢ tal que v o k = imf. Resta mostrar que ko f* = w.
Mas, voko f* =imfo f* = f =vou. Assim, voko f* = vowu. Como v é monomorfismo
(cancelavel & esquerda), segue-se que k o f* = u, e temos o resultado. ]

Temos trés corolarios da proposicao 6.
COROLARIO 7. f*:a — f(a) € um epimorfismo.

Prova. Aplicando o processo de construgao de imagens no préprio f* temos:

f*

a —— f(a)
f*(a)

Fazendo f* = g, temos o seguinte diagrama comutativo:

yg(a)%f o img
\ %f

Entao, tmf o img é monomorfismo (composigéo de monomorfismos). Como imf é can-
celavel a esquerda, img é o inico morfismo que faz im f oimg estar incluido em imf. Por
outro lado, aplicando a proposigao 6, temos que im f estd incluido em im f oimg. Assim,
imf ~imf oimg e temos g(a) = f(a).

Por definigao, img é o equalizador de:

g(a) ﬂg_} f(a) %; r

em que p e q sao dados pelo pushout:

Como poimg = qoimg e img é epimorfismo (pois é iso), entdao p = q. Segue-se, entao,
do lema 5 acima, que f* é um epimorfismo. O

78



Valores de verdade em CTM’s

COROLARIO 8. imfo f*:a— f(a) — b € uma fatoragao epi-mono de [ que € tnica
a menos de isomorfismos comutantes, isto €, se vou :a —» ¢ — b € tal que f = vou,
entao existe exatamente um morfismo k : f(a) — ¢ tal que o sequinte diagrama comuta:

e k € um isomorfismo.

Prova. Segue-se da proposi¢ao 6 que k existe e é tinico. E preciso apenas mostrar que
k é isomorfismo. Como v o k = imf é monomorfismo, segue-se que k é monomorfismo.
Dualmente, como k o f* = u é epimorfismo, k é epimorfismo também. Assim, k é epi e
mono e, pela proposicao 3, k é um isomorfismo. ]

COROLARIO 9. f : a — b é epimorfismo se e somente se existe g : f(a) = b tal que
goft=1.
Prova. Considere a fatoracao de f : a — b dada por:
imfof*:a— f(a) —b.

(=) Se f é epi, entdao imf é epi e como imf é mono, do corolario 3, temos que imf :
f(a) = 0.
(<) Se tivermos
gof*ia— fla)=b
com f = f*og, entdo como g é epi (pois é is0) e f* é epi, segue-se que f é epimorfismo.

]
4. Valores de verdade em CTM’s

A fim de construir semantica para linguagens proposicionais em categorias com mor-
fismos verdade, precisamos primeiramente considerar como serao os valores de verdade
neste tipo de categoria.

Se a é um E-objeto e 1 é terminal em &, um morfismo do tipo 1 — a é dito um elemento
de a. Assim, considerando o classificador de subobjetos, morfismos do tipo 1 — €2 sdo os
elementos de {2 denominados valores de verdade. O morfismo T : 1 — €2 é dito o valor de
verdade verdadeiro. Vejamos como obtemos o valor de verdade correspondente ao falso.

Pela proposicao 1 acima, o morfismo 0; : 0 — 1 é um monomorfismo. Aplicando o
2-Axioma, obtemos o carater de 0; dado pelo pullback:

0
oll
1

Definimos, entao, o elemento de €2 dado por L : 1 — €, como L := yp,. Denominamos o
morfismo 1 o valor de verdade falso.
Assim, temos o pullback dado por:

Oy
lXOl

- £

0 1
of L
1 Q

—
T
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Valores de verdade em CTM’s

Vejamos o que acontece se T = 1. Para isto, vamos considerar alguns fatos preliminares
acerca de pullbacks que valem em categorias em geral.

FATO 10. Se o quadrado dado pelo diagrama

a
d
b

p
—

o <
~~

—
f
¢ um pullback, entao p e q sao epimorfismos.

Prova. Considere o diagrama abaixo lembrando que identidades sao isomorfismos (mono

e epi).

b
I
7 c

Como a parte periférica do diagrama comuta, entao existe um unico h : b — a tal que
poh=1,eqoh =1, Como 1, é epi, p e ¢ devem ser epimorfismos. O

|

Fato 11. Se o quadrado dado pelo diagrama

a
d
b

p
e

o <—
s

S
¢ um pullback, entao f é monomorfismo se e somente se p = q.

Prova. Suponha que f é monomorfismo. Como fop = foqe f é cancelavel a esquerda,
segue-se que p = q.
Suponha, agora, que p = ¢ e considere o diagrama

b

_—

—_—

\\4
a b
b c
f

com foh = fog. Entao, existe um unico k tal que h =pok e g =qok. Como p = ¢,
segue-se que g = h, isto é, f é monomorfismo. ]
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Valores de verdade em CTM’s

Fato 12. Se o quadrado dado pelo diagrama

f/

s

Q\
Q <~— 9
Q. ~— o
<

S
¢ um pullback e g € monomorfismo, entdo g' também é monomorfismo.

Prova. Considere os morfismos u,v : ¢ — a tais que ¢ o u = ¢’ o v. Queremos mostrar
que u =v. Faga ¢" =g’ oue f" = f' ou (ver diagrama).
e

Temos, entao, que
fog" = fogou poisg'=gou
gofou poisgof =fog
g o f// pOlS f// — f/ ou
Como o quadrado é um pullback, u é o tinico morfismo tal que ¢" = ¢’ ocue f" = f ou.
Como ¢ ou = ¢’ ov, temos também que ¢” = ¢’ o v. Segue-se, entdo, que

goflov = fogov poisgof =fog
= fogou poisgou=gow

_ fog” poisg’ou=g”
go f” estabelecido acima
Como g é monomorfismo (cancelavel a esquerda), temos f” = f’ owv. Assim, v também

fatora ambos ¢” e f”. Como u é unica, temos que u = v. Logo, ¢’ é monomorfismo. []

Voltemos, agora, para o ambiente de uma categoria com morfismos verdade €. Os
fatos estabelecidos acima implicam o seguinte resultado.

LEMA 13. Em €&, se o quadrado dado pelo diagrama
a
d
b

¢ um pullback, entao a = b, isto €, a e b sao objetos isomorfos.

g
—

Q <~—
i

f

Prova. Pelo fato 10, g é epimorfismo. Pelo fato 11, f é monomorfismo. Assim, pelo
fato 12, g também é monomorfismo. Como € é uma categoria com morfismos verdade,
segue-se do corolario 3 que g é isomorfismo. Logo, a = b. ]
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Morfismos verdade em CTM’s

Segue-se, entao, uma propriedade que estabelece uma relacao entre os valores de ver-
dade verdadeiro e falso.

PROPOSICAO 14. E'm uma categoria com morfismos verdade nao degenerada, temos
que T # L.

Prova. O morfismo falso é definido pelo pullback

0y
0 —1
ol L

1 '—ﬁr* Q
Suponha que T = L. Pelo lema 13, temos que 0 =~ 1, mas, nesse caso, a categoria é
degenerada. ]

Segue-se assim, que se T = 1, entdao £ é uma categoria degenerada. (Todos os objetos
sao isomorfos entre si.)

5. Morfismos verdade em CTM’s

Considere uma categoria com morfismos verdade €. O classificador de subobjetos 2
é um E-objeto cujos elemento (morfismos do tipo 1 — ) sdo denominados valores de
verdade. Se € é nao degenerada, temos pelo menos dois elementos em €2, os morfismos
T,1 :1 — Q. Queremos, agora, definir certos morfismos em € que correponderao as
funcoes de verdade associadas aos conectivos de negacao, conjunc¢ao, implicacao e dis-
juncao das linguagens proposicionais usuais.

Se a é um E-objeto e n é um inteiro positivo, vamos denotar por a™ o produto (cate-
gorial) de n cépias de a, isto é:

n

a =axXxaxX..Xa.
[

n vezes

Assim, um morfismo verdade em & é qualquer morfismo do tipo:
Q" — Q.

para algum inteiro positivo n. Como de costume, o nimero n é dito a aridade do morfismo
verdade. Estamos interessados principalmente nos casos em que n ¢ igual a 1 ou 2.
Suponhamos, por exemplo que temos um morfismo bindrio (de aridade 2)

FiOxQ QO

Considere, entdo, dois valores de verdade (elementos de 2) quaisquer z,y : 1 — (.
Tomando o produto (z,y) dado pelo diagrama

(w,y N

S

o)
] :
)
X
o)
o)

4]
"
=

3
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Morfismos verdade em CTM’s

e, compondo com o morfismo f obtemos (ver diagrama)
1

(w,y N

Lemm e

um morfismo fo{x,y): 1 — Q, que é também um elemento de Q (um valor de verdade).

Assim, dado um morfismo verdade f qualquer, sempre podemos avaliar o resultado
de compor f com morfismos produto dos valores de verdade T e L.

No que se segue, vamos mostrar como construir os morfismos verdade no ambiente
das CTM’s. O que justifica sua qualificacao como categorias com morfismos verdade.
Além disso, vamos estudar o comportamento desses morfismos com respeito aos valores
de verdade T e L. Esse estudo justificard denominar tais morfismos como morfismo
negacao, conjuncao, implicacao e disjuncao.

5.1. Morfismo negacao. Como 1 é terminal em &, os valores de verdade sao sempre
monomorfismos. Considere, entao, o monomorfismo L : 1 — Q que é o falso. Aplicando
o Q-Axioma a |, temos o seguinte pullback:

L9
X1

[a—
—
— <

_>Q

T

Definimos, entao, o morfismo verdade f- : 2 — €2 como o carater de L, isto é, f_ := x..
Tal morfismo verdade é dito o morfismo negacao.

5.2. Morfismo conjuncgao. Considere o produto {2 x €2 e construa o morfismo pro-
duto (T, T) dado pelo diagrama:

N
—
—
~

-

S

o)
[ .
2
X
2
®)

3
=

pra
Novamente, como 1 é terminal, (T, T) : 1 — € x © é um monomorfismo. Aplicando o
-Axioma a (T, T), temos o seguinte pullback:

(T, Ty

:

—_
—
— e
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Morfismos verdade em CTM’s

Definimos, entdo, o morfismo verdade f, : Q x Q — Q como o cardter de (T, T), isto é,
fr == x¢t,my. Tal morfismo verdade ¢ dito o morfismo conjungao.

5.3. Morfismo implicacao. Considere, agora, o par de morfismos verdade dados
por:

fa,pr1 2 x Q — Q.

o morfismo conjuncao e a primeira projegdo do produto. (Note que as projegoes, nesse
caso, também sao morfismos verdade.)
Tome um equalizador desse par de morfismos.

(<)_—>Qxﬁ% @)

Como todo equalizador é monomorfismo, aplicando o 2-Axioma a e : (<) »— 2 x {2, temos

o seguinte pullback:
(<) x ()
1 Q

Definimos, entao, o morfismo verdade f- : Q x ) — ) como o carater de e, um equalizador
de f. e pry, isto é, f. := x.. Tal morfismo verdade é dito o morfismo implicagao.

_>.Q

—)—

5.4. Morfismo disjuncao. Considere o morfismo verdade Tgq : 2 — Q definido
como Tg:=To|g: Q2 —1— Q. tome o morfismo produto (Tg, 1g) : 2 — Q x  dado
pelo diagrama

Q

Ta E<T97 1Q> lo

Y
Q—7OxQ—— Q

pri pra
Tome, também o produto invertido {1g, Tq) : 2 — Q x Q. Forme, agora, o coproduto
[<—|—Q7 1Q>7<197 TQ>] N+O0->0xQ

dado pelo diagrama:

01040« 2 0

~~

(Ta,1a) (1a, Ta)

N T—

®)
o)

com f = [<TQ, 1Q>, <1Q, TQ>]
Aplicando o processo de construcao de imagens de morfismos a f, obtemos um mor-
fismo
mf

fo+o 2 axq,

(que é um equalizador do pushout de f por f).
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Como ¢m f é monomorfismo, aplicando o Q2-Axioma a imf : f(Q2+Q) — Q x Q, temos
o seguinte pullback:

f(24+ Q) —>Qx
! Ximf

1l —— Q

T

Definimos, entao, o morfismo verdade f, : € x  —  como o carater da imagem do
morfismo coproduto [(Tq, 1a),(1q, Ta)], isto é, f, := xy. Tal morfismo verdade é dito o
morfismo disjuncao.

5.5. Resumindo. Vamos resumir as defini¢oes dos morfismos verdade construidos
até o momento.

o f: Q> Qéocaraterde L :1— €
o fr: Q2 xQ—Qéo cardter do morfismo produto (T, T): 1 — Q x Q;
o fo:QxQ — Qéo carater equalizador do par de morfismos f,,pr; : 2 x Q — €

o f,:OxQ — Qéo cardter daimagem do morfismo coproduto [{Tgq, 1g),{1q, Ta)] :
Q+Q—-0xQ.

E importante, nesse ponto, observar que todas estas construgoes apresentadas podem
ser executadas em uma categoria com morfismos verdade. (Tais categorias poderiam ser
denominadas categorias proposicionais.) Note que, em nenhum passo dessas construgoes,
foi necessario que a categoria tivesse exponenciacao. Nao € preciso operar em um am-
biente de topos se estamos interessados apenas em linguagens proposicionais. A tUnica
consequéncia da existéncia de exponenciacao que precisamos é o que denominamos 0-
Axioma: todo morfismo cujo codominio é um objeto inicial € um isomorfismo. Segue-se
desse axioma que morfismos do tipo a — 0 sao monomorfismos, e isso foi necessario para
definir o valor de verdade falso; e em seguida o morfismo negacao. Todo o resto é obtido
por meio de limites, colimites, imagens e o 2-Axioma, cujas construgoes estao disponiveis
em CTM’s.

Nosso préximo passo é estudar o comportamento dos morfismos verdade com respeito
aos valores de verdade T e L, justificando, assim, a denominc¢ao dos mesmos. E esse
estudo que faremos agora.

6. Morfismos verdade e valores de verdade

Vamos, agora, investigar o comportamento dos morfismos verdade com respeito aos
valores de verdade verdadeiro e falso.

6.1. Tabela do morfismo negacgao. Observe que, da comutatividade do diagrama
pullback que define f-,

1
—

o)

f-

[ —

—
—
—_ =

o)

_
=
segue-se que fool =Tol; =T.
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Por outro lado, considere o diagrama:

O quadrado superior é o pullback (invertido) que define L. O quadrado inferior é o
pullback que define f—. Logo, pelo lema do Pullback, o retangulo externo é um pullback.
Assim, pelo 2-Axioma, temos f_ o T = xo, = L.

Podemos, entao, resumir o comportamento (composi¢ao) do morfismo negacao f—, com
respeito aos valores de verdade T, L : 1 — () na seguinte tabela:

I-

x x
T
1

— o

que corresponde a tabela usual da negacao da légica proposicional classica.

6.2. Tabela do morfismo conjungao. Novamente, pela comutatividade do dia-
grama

AN

T,T)

1 —>QxQ
11‘ ‘f/\
1
# Q
segue-se que f, o(T, T)=Tol; =T.
Considere, agora, o seguinte diagrama:
04
0 — 1
01 Xz

em que x ¢ (T, L), (L, T)ou (L, ).

O quadradro inferior do diagrama acima é o pullback que define f.. Vamos mostrar
que o quadrado superior é um pullback para qualquer das escolhas de x. Seguird dai,
pelo Lema do Pullback, que o retangulo externo é um pullback. Entao, pelo 2-Axioma,
teremos que f, o = Xo,=.-
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Considere, entao, o diagrama superior

0
0 — 1

01‘ ‘33
T, T)

1 —>QxQ

Como 0 é inicial, o quadrado é comutativo. Seja, entao, g : a — 1 tal que (T, T)og = zog.

a
g
0q
g 0 — 1
01‘ ‘x
18 g

Temos trés casos:
(1) Se & = (T, L), entéio (T, Tyog = (T, Lyog e temos (Tog, Tog) = (Tog, Log),
obtendo Tog= 1l og.
(2) Se x = (L, T), entdo um raciocinio andlogo resulta que Tog= L og.
(3) Se x = (L, 1), entdo também segue que Tog= log.
Portanto, em qualquer caso temos que T o g = | o g. Tome, agora, o pullback que
define o valor de verdade L.

Como o quadrado é um pullback e T o g = 1 o g, segue-se que existe um tnico h : a — 0.
(A comutatividade dos triangulos é ébvia, pois 1 é terminal em €.) Pelo 0-Axioma, tem-se
que h é iso e, assim, a ¢ inicial em €. Transortando h para nosso diagrama inicial temos:

01‘ ‘x
(T, T)

Y

1 —QxQ

Como 1 é terminal, 0; o h = g e, assim, o quadrado é um pullback. Segue-se, entao, que

faolT, L) = faoll,T)=faodll,L)=1.
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Podemos, entdo, resumir o comportamento (composi¢ao) do morfismo conjuncao f,
com respeito aos valores de verdade T, 1 : 1 — {2 na seguinte tabela:

z oy | faolr,y)
T T T
T 1 1
1T 1
1 1 1

que corresponde a tabela usual da conjuncao da légica proposicional cléssica.

6.3. Tabela do morfismo implicagcao. Considere o seguinte diagrama:
1
h .

Ja'/
e QO x Qfmpﬁ Q0

(<)
!‘ -
1 ——— Q

T

em que x é (T, T), (L, T)ou (L, ). Nesse caso, para qualquer escolha de z, usando a
tabela para o morfismo conjuncao e as propriedades da projecao pry, temos que:

faox=priox.

Como e é um equalizador de f, e pry, existe um unico morfismo h : 1 — (<) tal
que e o h = x. Mas, entao, como o quadrado é o pullback que define f5, temos, por
comutatividade, que To ! = f5 oe. Assim,

foox = fooeoh

= Toloh
= TO]-l
=T

Segue-se, entao, que:
fDO<T7T> = fDO<J—7T> = fDO<J-7J—> = T

Resta calcular o valor de verdade de f- aplicado ao morfismo produto (T, ). Para
isso, considere o diagrama:

0

0 — 1

p (T, L

(<) —%> 0 x qlaty g

! />
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O quadrado inferior ¢ o pullback que define f-. Mostremos que o quadrado superior ¢ um
pullback. Seguira dai que o retangulo externo é um pullback e, pelo {2-Axioma, teremos
que
J5 O<T’J-> = Xo = 1,
obtendo o que desejamos.
Examinemos, entao, o quadrado superior:
a

0

- 5 1

f 0
p[ (T, L)
A T
(<) —5>Q x SLLSYLLEI
Como 0 ¢ inicial, o quadrado é comutativo. Considere os morfismos f : a — (<) e
g : a — 1. Suponha que eo f = (T,1)0g. Como e equaliza f, e pry, temos que
froe=pr;oe. Compondo com f temos:

fooeof=proeof.
Mas, por um lado,
froeof=fro(T,Lyog=_Log.
(A ultima igualdade segue da aplicagdo da tabela para o morfismo conjuncao.)
Por outro lado,
priceo f=prio(T,Lyog="Tog
(Aplicando a propriedade da projecao.)

Portanto, temos que T o g = 1 og. Agora, por um argumento analogo ao caso do
morfismo conjuncao, temos que o quadrado acima é um pullback. Logo, segue-se que
foo(T, L) =1, como queriamos.

Podemos, entao, resumir o comportamento (composi¢ao) do morfismo implicagao f-
com respeito aos valores de verdade T, L : 1 — €) na seguinte tabela:

v y|foolmy
T T T
T 1 1
LT T
11 T

que corresponde a tabela usual da implicacao material da loégica proposicional classica.

6.4. Tabela do morfismo disjungao. Observemos, primeiramente que, do dia-
grama
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temos: Tgox = To|gox =Tol; =T. (Assim, a composigao de T com qualquer valor
de verdade resulta em T.)

Segue-se, entao, que Tgo T =Tgol =T.

O processo de construgao de im[(Tq, 1o),{lq, Tq)] provém do pushout dado por:

araotsaxa

em que f:= [(Tq,lq),{1la, Ta)|
Entao, temos que:

po[(Ta,la),(la, Ta)] = qo [(Ta,1a),{la, Ta)l,
Isto é,
[po(Ta,la),polla, Tyl =[q0(Ta,1a),qola, Ta)].

Temos, entao, duas equacgoes:

polTa,lay = qolTa,lay (1)
polla, Tay = qolla, Ta) ()

Compondo a equagao (/) com T, e usando a propriedade do inicio da segao, temos:

po{Ta,lgyoT = qo(Ta,1lgyoT

polTgoT,lgoT) = qo(TgoT,1goT)

pO<T>T> = qo<—|—>—|—>
Compondo a equagao (/) com L temos:

po(Ta,1g)o L = qo{(Tq,lgyo L

po{Tgol,lgol) = qo(Tgol,1gol)

pO<—|—,l> = qO<T7L>
Compondo a equagao (I1) com L temos:

pollg, Tayo L = qo(lg, Toyo L

pollgol, Tgol) = gollgol,Tqol)

poll,T) = qo(l,T)

Assim, se z : 1 — Q x Q for (T, T), (T, 1) ou (L, T), segue-se que pox = qo x.
Considere, entao, o seguinte diagrama em que f := [(Tgq, 1), {1, Tq)] €  é como acima:
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Como imf ¢ equalizador de p e q e, além disso, pox = qox, segue-se que existe um unico
h:1— f(2+ Q) tal que imf o h =2z. Como o quadrado comuta, temos

fvoimf=Tol

Compondo com h, temos:

fooimfoh=To loh .
— ~——

T Iy
Portanto, f, oz = T.
Assim, segue-se que f, o (T, T)=f, oL, T)=f, oL, L)=T.
Até o momento, o comportamento do morfismo f,, com respeito aos valores de verdade
podem ser resumidos de acordo com a seguinte tabela:

f\/o<x’y>

e |
e 0=
> —

Resta mostrar que f, o(L, 1) = 1. Mas, nesse ponto, parece que temos um problema.
Seguindo os métodos de prova dos casos anteriores, parece que a estratégia a ser adotada
é a seguinte:

Consideremos o diagrama

] ——— Q

=

Como o quadrado inferior é o pullback que define f,, se mostrarmos que o quadrado

superior é um pullback, entao, pelo Lema do Pullback, o retangulo exterior é um pullback

e, pelo Q-Axioma, temos que f, o (L, L) = xq, = L, estabelecendo o caso que falta.
Assim, nossa unica tarefa é mostrar que o quadrado

0

0 — 1
r &b

f(Q—i—Q)ﬂQxQ

¢ um pullback.

Ocorre que, aparentemente, a prova desse fato necessita a introducao de hipéteses adi-
cionais na nossa CTM €&. Essas hipéteses serao apresentadas na se¢ao a seguir, definindo
um tipo de CTM que denominaremos prototopos. O caso que resta para ser demonstrado
serd chamado de caso anomalo.
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7. Prototopos

A fim de lidar com o caso anémalo, vamos definir um tipo de categoria com morfismos
verdade com algumas propriedades adicionais.

Dizemos que uma categoria & é um prototopos se e somente se € satisfaz os seguintes
axiomas:

(PT1) € é uma categoria com morfismos verdade. Isto é, £ é finitamente bicompleta,
possui classificador de subobjetos e satisfaz o 0-Axioma.
(PT2) Em €&, pullbacks preservam epimorfismos. Isto é, se o quadrado

f/

L

QQ\
O <— Q
Q <—
Q

7

¢ um pullback e f é um epimorfismo, entao f’ também é epimorfismo.
(PT3) Em €, coprodutos preservam pullbacks. Isto é, se os diagramas abaixo

!/

a—f>d a — d
s gl
b—h>€ b/Te

sao pullbacks, entao o quadrado

¢ um pullback também.

E preciso mencionar que (PT2) e (PT3) sao propriedades que valem em topos e sao
consequéncias do Teorema Fundamental da Teoria de Topos: Se € € um topos e a é um
E-objeto, entao a categoria slice €/a € também um topos.

Dessas propriedades, agora no ambiente de prototopos, segue um resultado que servira
de base paraa a demonstracao do caso anomalo.

LEMA 15. Em qualquer prototopos €, se o quadrado

N

IS
O <

QU <— >
<

—
g
¢ um pullback, entao existe um morfismo
h: f(a) = g(c)
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que torna o quadrado a direita do diagrama
* m
a —— f(a) —f>

um pulback”.

Prova. Considere o diagrama

img v

g(c) — d < b.

e construa um pullback do mesmo.

Considere, agora, o diagrama

)
_

N
.
.
.
.
.
.
.
J
.
.
.
.
.
.
.
b N
h’|

b

IU
Q(C)W d
Como img o g* = g (fatoracao epi-mono de g) e gou = f owv (hipétese), segue-se que
imgo g*ou = fow (ou seja, o diagrama externo comuta). Como (A) é um pullback,
entao existe um tnico morfismo f' : a — e tal que i o f' = f. Temos, entdo, o seguinte

diagrama comutativo:

g myg

Como, por hipétese, o retangulo exterior é um pullback (pois, i o f' = f) e o diagrama
da direita também é um pullback (diagrama (A)), segue-se, pelo Lema do Pullback, que
o quadrado da esquerda é um pullback.

Como g* é um epimorfismo, segue-se de (PT2) que f’ é epimorfismo. Assim,

f=iof

7 Lembremos que imf o f* e img o g* sdo decomposicoes epi-mono de f e g, respectivamente; cuja
existéncia estd garantida pelo corolario 8.
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é uma fatoracao epi-mono de f. (i é monomorfismo porque img é mono e, em qualquer

categoria, pullbacks preservam monomorfismos.)
Assim, pelo corolario 8, existe um tnico ismorfismo

k:fla)=e
tal que o diagrama a seguir é comutativo:

f(a)

T

(&

k b

e

Definindo h := h' o k, temos o seguinte diagrama comutativo:

imf

fla)—b

k 1y

g(C)W d

O quadrado inferior do diagrama acima é um pullback (diagrma (A)). Mostremos que o

quadrado superior também é um pullback.
Considere, entao, o quadrado

J& sabemos que i ok = imf = 1, 0imf.

Sejam os morfismos p:x —eeq:x —btaisqueiop=1,0q=q.

Seja m := k' o p (lembre que k é iso).
Entao, é claro que
kom=koktop=1,0p=p.

Por outro lado,

imfom = imfok lop
iokok™lop
ioleop
1op
= 49
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Assim, temos que m fatora p e q. Para ver que m é tinico, suponha que existam’ : x — f(a)
tal que kom’ = p. Entao, kom’ = p = kom. Como k é mono (pois é iso), segue-se que
m' = m.

Como os dois quadrados de (B) sao pullbacks, pelo Lema do Pullback, o retangulo é
também um pullback e o lema esta demonstrado. ]

8. O caso anomalo

PROPOSICAO 16. Em um prototopos &, o quadrado dado pelo diagrama

0

0 — 1

r (L, L

o+ ™ 00

¢ um pullback.

Prova. Lembrando que f é dado pelo coproduto
[ =[Ta,1la),{do, Ta)] : 2+ Q- QxQ

e imf é o equalizador do pushout de f por f

que é dado por
)Mo gLy,

Considere, entao, o seguinte diagrama

0 1

- : (D)

0
l!
Q

0
1,1
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Vamos mostrar que ambos os quadrados sao pullbacks. O argumento é andlogo para

ambos os casos. Entao, consideremos o diagrama da esquerda.

T
u
0q
v 0 —— 1 (4)
!‘ ‘<L, L
Q——>0x0Q
<—|—Q7 1Q>
Considere os morfismos v : x — 2 e u : x — 1 tais que
(Ta,1gyov =L, 1)ou. (I)
Tome o pullback que define 1.
(B)

De (I) segue-se que:
(Tgow,1govy={Lowu,lou),
e isso nos fornece duas equagoes:

Tgov = lou (I1a)
v = lou (11b)

Pelo corolério 3, temos que Lou = Tgowv =T og,. Assim, como o quadrado de (B) é
um pullback, existe um tnico h: 2z — 0 tal que 0;0h =|gov e 0;0h = u.

Pelo 0-Axioma, « ¢é inicial em € (h é iso e 1nico).

Transportando h para o diagrama (A) e, como z é inicial, 0; o h = u (jd sabiamos) e

l'o h = wv. Logo, o quadrado de (A) é um pullback.

Com o mesmo argumento, temos que o quadrado a direita do diagrama (D) é um pullback

também.

Usando, agora, o axioma (PT3) dos prototopos, segue-se que o seguinte diagrama é um

pullback

0+0—L > 1

!‘ [@,D

Q—i—Q—?QxQ

em que g = [0,0] e f = [(Tq, 10),{1a, Ta)].
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Aplicando o lema 15, segue-se que existe 7 : g(0 + 0) — f(Q + Q) que torna o quadrado
da direita do diagrama

0+0-2g0+0) %

! r (L, 1

Q+Q
Q+QF‘> (Q+ )ZWQXQ

um pullback.
Mas, 0+ 0= 0e g(0+0) = g(o) = 0. Assim, temos que o quadrado

0

0 — 1

r (L, L)

P A

é um pullback. Como queriamos demonstrar. O

O raciocinio acima resolve o caso anomalo estabelecendo que f, o (1, 1) = 1. Assim,
em prototopos, o morfismo disjuncao comporta-se, com respeito aos valores de verdade T
e 1, de acordo com a tabela

xr y fVO<'T7y>
T T T
T 1 T
1T T
11 1

que corresponde a tabela usual da disjuncao na légica proposicional cldssica.

Segue-se, entao, uma conclusao geral: Em categorias com morfismos verdade, podem
ser definidos todos os morfismos que correspondem as funcoes de verdade da negacao,
conjuncao, implicacao material e disjuncao das linguagens proposicionais, fornecendo as-
sim uma semantica categorial para as mesmas. Além disso, em CTM'’s, os morfismos
verdade comportam-se com relacao aos valores de verdade exatamente como se compor-
tam as funcoes classicas, com uma tnica excecao correspondente ao que denominamos de
caso anomalo. Para este, introduzimos a nogao de prototopos que possui a propriedade
desejada.

Resta investigar qual ¢ a logica subjacente a semantica de prototopos. E um resultado
conhecido que no caso de topos, a légica subjacente é o calculo proposicional intuicionista®.
Como todo topos é também um prototopos, segue-se que na semantica de prototopos o
principio do terceiro excluido também nao vale. Mas, ainda nao esta totalmente claro que
a légica proposicional intuicionista caracteriza essa semantica. Isso serd investigado em
trabalhos futuros.

Para completar o presente trabalho vamos mostrar que em CTM’s vale um resultado
analogo ao teorema fundamental da teoria de topos.

8 Ver Boileau & Joyal [3].
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9. O teorema fundamental para CTM

Considere uma categoria € qualquer e X um C-objeto. Definimos a categoria slice de
C por X, denotada por C/X, de forma que:

e C/X-objetos: sdo os C-morfismos da forma A % X;

e C/X-morfismos: dados os €/X-objetos A > X ¢ B % X, um €/X-morfismo
f :a— bésimplesmente um C-morfismo f : A — B tal que o seguinte diagrama
comuta

a—1 .
X
isto é, bo f = a.

Composigao de morfismos em €/X é a composi¢ao usual de morfismos em € e, também,
identidades em €/X sao identidades em C.

Vamos demonstrar, para as CTM’s, um teorema analogo ao teorema fundamental da
teoria de topos®.

THEOREM 17. Se € € uma categoria com morfismos verdade e X é um E-objeto, entao
a categoria slice £/X € também uma categoria com morfismos verdade.

Prova. E preciso fazer varias verificagoes. Lembremos primeiramente que uma condi¢ao
necessaria e suficiente para uma categoria seja finitamente completa é que ela possua
objetos terminais, produtos de pares de objetos e equalizadores de pares de morfismos. O
mesmo vale para o caso dual, da cocompletude finita.

(I) O morfismo indentidade 1x : X — X € terminal em €/X. De fato, dado um &/X-
objeto A % X, esse morfismo é o tinico €/ X-morfismo que faz o diagrama abaixo comutar.

A—E s x

N A

Assim, a é o tinico morfismo de a em 1y, isto é, 1x é terminal em &/X.

(IT) Considere dois €/X-objetos A > X e B Y X. Como € 6 finitamente completa,
construa o pullback

AxxB-L B
]
A——p> X
Afirmacao: O E-objeto aop: A xx B—>X junto com os E-morfismos p: A xx B—A e
q: A xx B—>B formam um produto de a e b em E/X.

9 Ver Freyd [5] e Kock & Wraith [8].
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De fato, para ver que temos um produto, considere o diagrama

7B

AL axyBL B

NLA

X

e suponha que aoi = bo j (condigao para i e j serem morfismos em £/X).
Transportando para o diagrama do pullback em & (ver diagrama)

A—X

temos que existe um unico morfismo h : K — A xy Btal que poh =ieqoh =j. E
essa é a condigdo necessdria para a existéncia de produto em &€/X. Assim, um produto
em E/X € apenas um pullback em €.

(III) Considere dois €/X-objetos A % X e B % X e dois &/X-morfismos paralelos
f,g9: A — B de forma que o seguinte diagrama comuta:

A%B
X
istoé, bof=a=0bog.

Como € ¢ finitamente completa, tome um equalizador de f e g em €.

K—>A:;B

NA

Afirmagao: O &/X-morfismo e : K — A cujo dominio é o £/X-objeto aoe: K — X é
um equalizador de f e g em £/X.

A prova segue diretamente do fato de que e é um equalizador de f e g em £. Assim,
equalizadores em €/X nada mais sao do que equalizadores em €.

Segue-se de (I), (IT) e (IIT) que: /X € uma categoria finitaente completa.

Para a cocompletude finita de /X, note primeiramente que se 0 é inicial em €, o tinico
morfismo 0 — X ¢ inicial em £/X.
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De fato, dado um &€/X-morfismo A % X, o morfismo 0 94 A é 0 tinico morfismo que faz

o diagrama
0
N\
X

comutar ao04 = Oy, pois 0 é inicial em €. Assim, objetos iniciais em /X sdo E-morfismos
cujo dominio € inicial em €.
Assim, temos:

(IV) €/X tem objetos iniciais.

Para coprodutos e coequalizadores temos as construgoes anaogas aos seus duais, de modo
que:

(V) Um coproduto em €/X é um pushout em €.
(VI) Um coequalizador em /X é um coequalizador m €&.
Assim, temos também que: €/X ¢ uma categoria finitamente cocompleta.

(VII) Para ver que £/X tem classificador de subobjetos, note primeiramente que 1x é
um objeto terminal em €/X. Como a identidade 1x é um monomorfismo, aplicando o
2-Axioma, que vale em &, temos o pullback dado pelo diagrama:

1
X -5 X

N

1 —Q

T

de forma que x1, = Tx:=To|x: X — .
Defina o E&-morfismo T/X :=(Tx,1x): X — Q x X. dado pelo diagrama produto:

X

<—|—X) 1X 1X

Y

Seja g = m : 2 x X — X, a segunda projecao do produto.
Dados dois €/X-objetos A % X e B 5N X, um monomorfismo v : a — b em £/X é
simplesmente um monomorfismo v : A — B em € tal que o seguinte diagrama comuta:

A\—73

Assim, v é um subobjeto de B em E&.
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Aplicando novamente o (2-Axioma em 7 temos o seguinte pullback em &:
AL B

|

1 — Q

T

Para transpor a construcao para €/X, para cada monomorfismo v : A — B em & defina
o &/X-morfismo v* = (x,,b) : B — Q x X dado pelo seguinte produto:

iy O DN

Assim, v* = {x,b) é um morfismo em €/X da forma v* : b — Qy(= m2).
Mas, entao, o diagrama
8

a4 ———— p

*

! ¥

1 Q
R

é um pullback em €/X e a propriedade universal provém da universalidade do Q2-Axioma
em €.

Assim, T/X : 1x — Qg é um classificador de subobjetos para £/X. Segue-se que: /X
tem classificador de subobjetos.

(VIII) Resta verificar o 0-Axioma.
Lembremos que em &/X, um objeto inicial é um morfismo 0 % x , em que 0 ¢ inicial em
E.

Considere um &/X-morfismo a EN) x cujo dominio é A % X. Isto significa que o diagrama

A—>O

N

comuta. Como o 0-Axioma vale para &, f é iso. Logo, f é iso em £/X. Assim, temos
que: O 0-Axioma vale para €/X.
Assim, temos que €/X é uma categoria com morfismos verdade. O

Para finalizar, observemos que, em teoria de topos, os axiomas (PT2) e (PT3) dos
prototopos sao consequéncias do teorema fundamental para esta teoria. Fica aberta a
questao se esses axiomas sao também véalidos em categorias com morfismos verdade em
virtude do teorema acima. Se esse for o caso as nocoes de prototopos e categorias com
morfismos verdade seriam equivalentes.

101



O

Referéncias Bibliograficas

Awodey, S. (2010). Category theory. Oxford University Press.

Bell, J. L. (2008). Toposes and local set theories: an introduction. Courier Corporation.

Boileau, A. e Joyal, A. (1981). La logique des topos. The Journal of Symbolic Logic, vol 46(1), pp
6-16.

de Souza, E. G. (2018) Sobre a nocao categorial de prototopos. Revista de Filosofia Moderna e
Contempordnea. Vol 6. PP 105-114.

Freyd, P. (1972). Aspects of topoi. Bulletin of the Australian Mathematical Society, vol 7, pp 1-76.
Goldblatt, R. (2006). Topoi: the categorical analysis of logic. Dover Publications, Inc.

Herrlich, H. e Strecker, G. E. (1973). Category theory. Allyn and Bacon Inc.

Kock, A. e Wraith, G. C. (1971). Elementary toposes. Aarhaus Lecture Note Series, 30.

MacLane, S. (1971). Categories for the working mathematician. Springer-Verlag.

MacLane, S. e Moerdijk, 1. (2012). Sheaves in geometry and logic: A first introduction to topos
theory. Springer-Verlag.

MacLarty, C. (1995). Elementary categories, elementary toposes. Clarendon Press.

102



