ALGUNS COMENTARIOS SOBRE A QUESTAO DA
IDENTIDADE ENTRE LOGICAS
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1. Introducao

O objetivo destas notas, motivadas por palestra proferida no “Ldgica no Aviao”
em setembro de 2016, nao ¢ realizar uma discussao conceitual abrangente ou aprofundada
sobre o tema da identidade entre entes matematicos, especificamente no contexto das
l6gicas, mas apresentar ao leitor interessado um pequeno recorte sobre o tema, focado em
alguns encaminhamentos matematicos, realizados em trabalhos de alguns logicos, alguns
dos quais com atuacao ou parcerias académicas no Brasil. Nao ha qualquer originalidade
em abordar o tema sobre identidade/equivaléncia entre sistemas logicos, sendo este um
assunto recorrente na comunidade dos légicos; reflexdes desta natureza podem ser encon-
tradas, por exemplo, em [5], [10] e [16]. Registramos aqui também que partes do texto
[38] foram utilizadas para compor estas presentes notas.

Um primeiro esclarecimento ja caberia aqui, originado pela distingao que ocorre na
pratica entre Légica como ramo do conhecimento ttil para os Fundamentos da Ma-
tematica, e a Logica enquanto area da Matematica com diversas aplicacoes em outras
areas da prépria Matemética (como em Teoria de Modelos). Se por um lado, na primeira
concepcao da Ldgica, é adequado proceder tdo mais finitariamente enquanto possivel?,
ja no segundo caso, como em Teoria dos Modelos, assumi-se que uma meta-teoria dos
conjuntos muito mais rica contendo, por exemplo, ZFC (pelo menos). Nestas notas, por
encararem ldgicas enquanto objetos matemaéticos, vao na segundo direcao®.

[lustrando a questao da identidade entre objetos matematicos:

Consideremos um estudante que entra em contato com a nogao matemética denomi-
nada grupo, i.e. uma estrutura matematica (G, -, 1), dada por um conjunto (nao vazio) G,
munido de alguns dados: uma operagao binaria de “multiplicagao” (-) que é associativa, e
que possui um elemento distinguido (1) que é elemento neutro para esta operacao bindria,
e tal que, além disso, todo elemento admite um (tinico) inverso (para todo g € G, existe
h € G tal que g.h = 1 = h.g), ou seja, a estrutura poderia estar (ou estaria) munida
de uma operacgao undria extra (( )™!) que descreve os inversos multiplicativos de cada
elemento. Este estudante nao teria dificuldade de aceitar que ambas as apresentacoes da
no¢ao de grupo (com ou sem uma operagao unaria na linguagem) tém “o mesmo contetido
matematico”, apesar de uma estar dada em linguagem mais completa e satisfazer axiomas
mais simples (todos universais) e a outra estar dada em uma linguagem mais restrita e
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2 Assumindo portanto que na meta-teoria dispomos apenas de uma fraca (meta)teoria de conjuntos
(se assim a desejarmos formalizar) que permite ao menos fazermos defini¢ées por recurséo e provas por
inducao.

3 A semantica usual da Légica de predicados (cldssica, finitdria) de primeira ordem ou de ordem
superior e a prépria formulagao do que sao légicas infinitdrias s6 podem ser postas no contexto de teorias
robustas de conjuntos como ZFC.
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necessitar ser descrita por axiomas mais complexos (V3). Tecnicamente isto fica respal-
dado na Légica de primeira ordem através do “Teorema de Extensao por Definigoes”,
cuja formulacao pode ser encontrada nos bons livros de Logica Matematica, e.g. no livro
do Shoenfield. Vale acrescer que mesmo esta questao da indistinguibilidade entre teorias
matematicas de primeira ordem admite complexidades e variagoes nao triviais, que envol-
vem alteracoes “significativas” de linguagens envolvidas, mas nao cabe nestas notas nos
determos no detalhamento destas questoes?.

Entramos agora na questao central destas notas, a indistinguibilidade de légicas,
ilustrando-a inicialmente com pontos especificos:

Via de regra, o primeiro contato de um estudante com légica simbélica ocorre através
de alguma descricao da Légica Proposicional Classica e a interpretagao dos conectivos
béasicos (A, v , —, —) por meio de tabelas de verdade a dois valores, {0,1}, que se
estende as interpretacoes das correspondentes formulas proposicionais determinadas por
este conjunto de conectivos e um conjunto infinito enumeravel de varidveis proposicionais.
A este aspecto inicial semantico costuma seguir uma descricao axiomatica desta logica no
estilo de Hilbert, i.e. por meio de axiomas e regras de inferéncia formulados em “parte
representativa” desta mesma linguagem. E segue-se usualmente com o estabelecimento
de importantes (meta)teoremas, como os metateoremas da Corregao e da Completude®,
que “identificam” essas apresentacoes semantica e axiomatica.

Coloca-se naturalmente neste quadro, a questao semantica dos subconjuntos de co-
nectivos que “determinam a mesma informacao” (e.g. {—, —}, {—, v}, {—, A}) ou mesmo
quando esta invariancia de conteido ocorre através de conjuntos que contam com a pre-
senga de conectivos alternativos (como o formado apenas pelo simbolo de Sheffer). H&
também uma diversidade de descrigoes axiomaticas alternativas, formuladas em diversas
possibilidades de linguagem. Haveria ainda outras alternativas prova-tedricas de capturar
o conteudo dessa logica além da apresentacao axiomatica a la Hilbert, e.g. calculo de
sequentes, deducao natural , tableaux,... Ainda assim, dizemos que estamos nos refe-
rindo a mesma logica proposicional classica! Mas afinal, o que é, concretamente, a Légica
Proposicional Classica?([11])

Claro que o problema nao se restringe a questao pontual das apresentacoes da légica
proposicional cldssica. A légica proposicional intuicionista, formulada na linguagem (A,
v , =, —) é reconhecida como uma subldgica da légica cléssica (i.e. T'; ¢ =T . @) e
sendo de fato uma sublégica pripria, algo testemunhado, por exemplo, pela auséncia do
axioma (ou teorema) do terceiro excluido. Reversamente, a toda demonstracao classica
estd naturalmente associada uma demonstragao intuicionista através da “traducao de Gli-
venko”: I' -, ¢ = ——=I' ; =—¢. Nos anos de 1930, Godel verificou que, diferentemente
da logica classica, a logica intuicionista nao pode ser caracterizada por uma semantica
finita; por outro lado, provou também que o fragmento (—, A) da légica intuicionista “coin-
cide” com a logica classica. Assim o problema da identidade de logicas sugere também

4Qutras nocbes razoaveis de equivaléncia entre teorias matematicas sio dadas pelos conceitos de
bi-interpretacao e interpretacao mutua entre teorias: para estas, variantes e outras questoes envolvendo
aspectos ontoldgicos de teorias como teorias aritméticas e teorias de conjuntos e classes veja, por exemplo,
[3] e [25]. Outras nogdes de identidades de teorias ainda séo possiveis e comegaram a ser mais exploradas
recementemente, como a nocao (categorial) de teorias Morita-equivalentes, que tem sido desenvolvida
principalmente por Olivia Caramello.

5 Este tltimo pode ser estabelecido por pelo menos dois métodos diferentes: hd uma abordagem mais
efetiva, denominada a prova Kalmar, e outra de cunho algébrico, dada por meio da utilizagao da dlgebra
de Boole naturalmente associada & Logica Classica, denominada sua Algebra de Lindenbaum.
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Motivacao principal

a importancia e utilidade em se estabelecer critérios mais amplos de comparagao entre
logicas.

Tendo em vista os comentario acima, nosso ponto de partida sobre o tema geral da
identidade de 16gicas é o (aparentemente) mais simples possivel, o critério de Leibniz de
identidade:

“Objetos A, A" sao idénticos precisamente quando sao indiscerniveis, i.e. A e A" com-
partilham as mesmas propriedades.”

Algumas questoes surgem imediatamente: O que seria razoavel aceitarmos como sendo
“propriedades”? Quais selecoes de propriedades poderiam estar em jogo? Como nos
referirmos aos “dois” objetos A, A’ que viriam a ser idénticos?

Destas questoes, a terceira é mais simples de ser considerada: basta adotarmos o
encaminhamento standard de distinguir linguagem objeto e metalinguagem.

Ja sobre as duas primeiras questoes a situacao é muito mais delicada. Um enca-
minhamento matematicamente simples e natural nao seria listar explicitamente o que
se pretende aceitar como “propriedades”, mas té-las determinado implicitamente. Mais
concretamente: a nogao matematica de categoria cumpre bem este papel, consistindo de
selecoes de uma classe de objetos que sao conectados por meio de uma classe selecio-
nada de morfismos, que podem ser compostos de modo a satisfazer leis muito simples,
veja por exemplo [32]. O linguajar da Teoria das Categorias fornece imediatamente uma
versao simples e razoavel da noc¢ao de identidade estrutural, dada pelos isomorfismos (=
morfismos invertiveis) entre objetos da categoria. Isto ji nos leva aos passos seguintes
destas notas: considerar categorias cujos objetos “sao légicas”. Cabe aqui dizer que,
além disso, a Teoria das Categorias também permite estabelecer critérios de comparacoes
de “selecoes implicitas de propriedades”: por exemplo, as duas apresentagoes da nocao
de grupo mencionadas anteriormente sao equivalentes pois essas determinam categorias
isomorfas.

2. Motivagao principal

A defini¢do e o estudo sistemédtico de categorias cujos objetos s@o légicas (geral-
mente proposicionais e com conectivos finitdrios) foi motivado pelo fenomeno do surgi-
mento de diversos processos de combinacoes de logicas que ocorreu na década de 1990,
a saber os processos de: produto, fusao, temporalizacao, sincronizagao, parametrizacao e
fibrilacao (irrestrita e restrita), veja por exemplo [14]. Em geral, estes processos foram
definidos em contextos de logicas particulares (e.g. para légicas modais) e buscava-se
determinar condi¢oes que garantissem que fossem preservadas, sob o processo de com-
binacao, certas propriedades meta-logicas interessantes das logicas constituintes como as
propriedades de: Corre¢ao, Completude (ou Completude fraca), Interpolagao de Craig,
Decidibilidade, etc.

Esses processos de combinacao de légicas se apresentam em aspectos duais: analise
de légicas e sintese de logicas. Em um processo de combinagao, representado aqui por
), a relacao entre uma logica L e uma familia de l6gicas {L; : ¢ € I}, através da
"equacao” L = (X),.; Ls, pode ser encarada de duas formas:

(i) como um processo de decomposigao ou analise de légicas: se a légica L ja foi previ-
amente definida ou considerada, mas estd em estudo, e as logicas da familia {L; : i € I}
sao bem conhecidas, frequentemente tratando-se de fragmentos mais simples de L;

(11) como um processo de composi¢ao ou sintese de légicas: se as légicas da familia
{L; : 1 € I} sao conhecidas e pretende-se definir (e estudar as meta-propriedades) da
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l6gica combinada L =~ X),.; L;; ou se as légicas {L} U {L; : i € I} sao definidas e conheci-
das com a equacao significando que foi identificada uma relagao entre essas.

Vamos descrever brevemente exemplos tipicos de cada um desses aspectos. No inicio
dos anos de 1990, W. Carnielli introduziu o conceito de Semantica de Traducoes Possiveis,
que baseia-se na idéia de descrever/decompor/analisar uma légica por meio de uma familia
de tradugoes (globalmente conservativa) em légicas supostamente mais simples ou mais
conhecidas que a original ([13]). Dualmente, D. Gabbay, em meados da década de 1990,
considerou (originalmente no contexto das légicas modais e semanticas de Kripke) a nogao
de fibrilagao de légicas, cujo objetivo seria combinar duas logicas L e Ly de tal forma a
obter "o menor sistema logico na linguagem combinada que ¢ uma extensao conservativa
de ambas as légicas Ly e Ly” ([27]).

Naturalmente, o ponto de partida para tratar categorialmente a questao da com-
binacao de légicas passa por dois processos de escolha: o de representar os sistemas
logicos que constituem os objetos da categoria em questao e o de descrever os tipos de
morfismos entre esses. Dentro da processo de representagao dos sistemas légicos, fixada
uma linguagem proposicional (assinatura) e a nogao de férmula correspondente, existem
trés possibilidades a serem consideradas, com vérias alternativas em cada um dessas: (i)
a representacdo sintética das légicas, dentro do contexto da teoria da prova (sistemas
axiomaticos a 14 Hilbert, dedugado natural, cdlculo de sequentes, tableaux, etc); (i) a
representagao semantica (valoragoes, semantica de Kripke, matrizes 1égicas, etc); (iii) a
representacao simultanea ou mista: "légica = demonstrabilidade + semantica”. Fixada
a classe de objetos da categoria passa-se a questao da escolha de morfismos conectando
esses objetos.

3. Uma escolha simples

Frequentemente a maneira mais simples e “concreta” de representar os sistemas
légicos proposicionais é a representacao prova-tedrica de 16gicas como um par (X,+),
onde:

e 3 = (X, )neny € uma assinatura proposicional e finitaria,;

o F5(X) é a X-dlgebra completamente livre sobre um conjunto fixado X de “varidveis
proposicionais” que € infinito e enumeravel;

o S P(F%(X)) x Fx(X) é relacao de consequéncia “tarskiana” ([31]) associada a um
operador de fecho (das “teorias”) 7 : P(Fx(X)) — P(Fx(X)) que é finitédrio e estrutural
(i.e. é compativel com todos os ¥-homomorfismos de substituicao h : Fyx(X) — Fx(X)):
estes operadores sempre sao provenientes de algum sistema hilbertiano®.

As conexoes mais simples e naturais entre os sistemas logicos como descritos acima sao
dadas por (alguma variante da nogao de) morfismos de traducao (ou interpretacao), i.e.
certas flechas associadas a fungoes, definidas nos conjuntos de férmulas da l6gica fonte na
logica alvo, que sao “continuas”, i.e. que preservam as relagoes de consequéncia envolvidas.

Retornado a motivacao principal para considerar categorias de légicas, observamos
que no final dos anos de 1990, o Grupo de Logica do IST de Lisboa-Portugal e, pos-
teriormente o Grupo de Légica Tedrica e Aplicada do CLE-UNICAMP, consideraram
sistematicamente a perspectiva categorial do fenomeno de (certos tipos de) combinagoes

6 A assinatura e os axiomas e regras de inferéncia do sistema hilbertiano providenciam uma apre-
sentacao da logica em questao por meio de “geradores e relagdes” de forma andloga ao que ocorre para
as estruturas algébrica dadas por alguma teoria equacional (como as teoria dos grupos, dos anéis, dos
reticulados, etc) podem ser apresentadas por geradores e relagdes.
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de logicas, focalizando atencao em algumas construgoes categoriais em certas categorias
de logicas, onde procuravam determinar as condigoes necessarias para que certas meta-
propriedades fossem conservadas pelas construcoes. Enquanto o processo analitico que
ocorre na Semantica de Traducoes Possiveis produz uma tradugao conservativa da légica
em estudo em um produto (ou produto fraco) de légicas mais simples, por outro lado a
fibrilagao "irrestrita”, i.e. sem compartilhamento de conectivos das logicas constituintes,
¢é descrita pela construgao categorial dual de produto, o coproduto, e a nogao co-irma a
de fibrilacao "restrita”, i.e. com compartilhamento de conectivos das logicas constituin-
tes, é descrito pela construcao categorial dual de produto fibrado (ou pullback), a soma
amalgamada (ou pushout) ([43], [15]).

A abordagem categorial de nogoes como a de fibrilacao é relevante porque, além desta
exigir que os objetos de estudo e suas interrelacoes sejam totalmente precisos, a carac-
terizagdo da fibrilagdo como uma construc¢do universal (como coproduto ou como soma
amalgamada) em uma dada escolha de categoria de logicas, permite a defini¢ao, através
das mesmas propriedades universais, da nocao de fibrilagao de logicas em outras cate-
gorias que capturam outros aspectos dos sistemas 16gicos: desta forma, foram propostas
novas categorias de légicas que apresentam tratamentos de dois problemas antipodos que
ocorreram em certas fibrilagoes nas primeiras categorias de logicas: o problema do colapso
([42], ([18])) e o do anti-colapso ([17]).

Como exposto acima, a corrente principal do estudo das categorias de logicas focalizou
sua atencao em algumas construcoes categoriais em certas categorias de légicas, procu-
rando determinar condigoes suficientes para que certas meta-propriedades sejam conser-
vadas pelas construcoes. Posteriormente os aspectos ”globais”das categorias de logicas,
que garantem por exemplo a abundancia (ou escassez) de construgoes - algo fundamental
para os processos de combinagoes de logicas - estabeleceu-se como projeto de investigacao
complementar ao desta corrente principal. Dentre os trabalhos nesta linha, e que tém em

comum essa natureza mais simples de apresentar os sistemas logicos enquanto objetos,
listamos: [22], [1], [16], [33], [5].

Em [1], além da representagao simples e concreta dos sistemas 1égicos por meio de
um par formado por uma assinatura e uma relacao de consequéncia tarskiana, tem-se a
no¢ao mais simples (porém restrita) e natural possivel de morfismo entre assinaturas e de
morfismo de tradugao induzido entre 16gicas: um morfismo (dito estrito) de assinaturas
f X — ¥ é simplesmente uma sequéncia de fungoes que, a cada conectivo n-ario da
assinatura fonte, Y, atribui um conectivo n-ario da assinatura alvo, Y'; este induziria
uma funcao f : Fx(X) — Fs(X) que, caso preservasse as relagoes de consequéncia (i.e.
I' - ¢ = f[[] + f(¢)), determinaria um morfismo (estrito) de légicas f : (X,F) —
(X' ). Ss e Ls denotam as respectivas categorias de assinaturas e de logicas obtidas
através de defini¢oes naturais de composicao de morfismos e de morfismos de identidades.
S; e L, tém boas proprieades categoriais pois sdo completas, co-completas e (finitamente)
acessiveis (veja [6] para este conceito): estes resultados constituem o alicerce para outros
de resultados apresentados no trabalho em questao.

Como ja foi mencionado, uma apresentacao de uma légica como colimite de outras
pode ser entendido como uma decomposicao da logica em estudo por meio de outras légicas
(conhecidas e/ou bem comportadas), possivelmente auxiliando no entendimento da légica
mais complexa. Em [1] observou-se que a situagdo onde uma logica L é completamente
determinada pelas traducoes de outras logicas L; em L pode ser percebida como uma
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“cobertura” de L pelas logicas L;; nesse trabalho transformou-se esta intuicao inicial em
afirmacoes matematicas ao fixar uma categoria de sistemas légicos e fornecer algumas
definigoes rigorosas da nogao de cobertura. Além disso, cada nogao de cobertura tomada
induz uma topologia de Grothendieck na (essencialmente pequena) subcategoria plena
(Ls)rp © L, formada pelas légicas finitamente presentaveis. Com as nogoes de feize
assim obtidas foi possivel relacionar légicas (= colimites filtrantes de l6gicas finitamente
presentaveis) e feixes por intermédio da categoria Set((£=)2)™ dog préfeixes (= colimites
de funtores contravariantes hom de 16gicas finitamente presentaveis).

Prosseguindo neste ponto de vista global da légica, estudou-se em [1] uma categoria cu-
jos objetos sdo as légicas algebrizaveis no senso de Blok-Pigozzi” (veja [12]). Demonstrou-
se que a categoria Ay, formada pelas logicas Blok-Pigozzi algebrizaveis com morfismos
tomados como os morfismos estritos de légicas e que também preservam pares algebriza-
dores (i.e. as equagoes definidoras e as férmulas de equivaléncia da légica algebrizavel),
¢ uma categoria que possui todos os colimites filtrantes, constituindo também uma cate-
goria finitamente acessivel. Porém destacamos que esta nao é completa, pois nao possui
limites de diagramas “nao limitados”, nem cocompleta, pois nao possui objeto inicial
(nem objeto inicial fraco em geral).

Como mencionamos, foram apresentados em [1] os primeiros passos para se adotar a
perspectiva global em Légica (e se obter informagoes relevantes a partir desta abordagem)
ao tomar escolhas simples e naturais de categorias de assinaturas e de sistemas logicos.
Contudo, na pratica, essas escolhas se revelam muito restritivas: tratando de forma inade-
quada o problema da identidade de sistemas légicos. Por exemplo, duas apresentacoes da
légica proposicional classica que tomam como conjuntos de conectivos primitivos (i.e. as-
sinaturas) {—, —} e {—, v} ndo admitem nenhum morfismo estrito légico entre elas (desde
que esse precisaria levar — em v ) enquanto seria natural esperar que essas apresentagoes
fossem isomorfas. Para ir na dire¢ao de remediar esse defeito, considerou-se em [22] tomar
uma nocao mais flexivel de morfismo de assinaturas que permitisse levar em conta substi-
tuticoes nas algebras de férmulas, admitindo assim mapear o conectivo binario primitivo
— no conectivo binédrio “derivado” (—(zo) v x1) (i.e. uma férmula em duas varidveis)
e onde o conectivo undario — seria mapeado em uma férmula em uma variavel —zg; na
direcao reversa, também terfamos outro morfismo flexivel dado por v — (—=(z¢) — 1)
e — — —x. Assim, mapeando-se em geral os conectivos n-arios da assinatura fonte do
morfismo (dito flexivel) em conectivos “derivados” n-drios da assinatura alvo (i.e., uma
formula da linguagem alvo onde aparecem exatamente as n-primeiras variaveis) pode-se
obter uma categoria de assinaturas e morfismos flexiveis, Sy, e sua correspondente catego-
ria de légicas e morfismos flexiveis de tradugao £¢. Contudo, analisando complexidade de
formulas, é facil verificar que estes mapeamentos nao produziriam isomorfismos inversos
de assinaturas ou de logicas. Além disso, a categoria de assinaturas resultante é bastante

7 Ao passo que o método de algebrizacio introduzido por Lindenbaum e Tarski de atribuir uma
algebra a uma dada légica através de uma construgao explicita, de modo a fazer um interplay interessante
entre a apresentacao prova-tedrica e a contraparte semantica da logica em questao, a teoria das logicas
algebrizaveis desenvolvida por Blok e Pigozzi - que, em certo sentido, generaliza aspectos do método
anterior - descreve conceitualmente a forma de corresponder sintaxe e seméntica (algébrica) em légicas
assim ditas algebrizdveis, através de conjuntos finitos de “fé6rmulas de equivaléncia” (férmulas em duas
varidveis) e de um conjunto finito de “equagdes definidoras” (i.e. pares de férmulas em uma varidvel), e
tal que ambos os dados detém uma relagao estreita com a tal l6gica dita algebrizavel; em particular existe
uma Uunica quasivariedade de dlgebras na mesma assinatura da légica, denominada semantica algébrica
equivalente da légica, na qual se produz uma forma especial de teoremas de correcao e completude.
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pobre em termos de construgoes: e.g. ela nao possui pullbacks nem colimites filtrantes.

Em [16] foi introduzida uma nogao variante de comparagao mutua de 16gicas através
n . .

de morfismos flexiveis, (X, )= (X', '), denominada equipoléncia, que pode ser descrita
h

grosso modo dizendo que os morfismos flexiveis h, h’ sdo “inversos a menos de interde-

monstrabilidade”: rapidamente verifica-se que as duas apresentacoes da logica cléssica

dadas acima seriam “equipolentes”.

Posteriormente surgiram duas abordagens distintas ([33], [5]), porém em certa medida
equivalentes, que refinam os trabalhos mencionados anteriormente ao para lidar simulta-
neamente, e de forma efetiva, com o problema da identidade de logicas e a abundancia de
construcgoes categoriais:

Em [33], foram consideradas categorias de légicas satisfazendo simultaneamente certos
requisitos naturais, tais como:

(1) Representar a maioria dos sistemas 16gicos usuais;

(11) Fornecer um tratamento satisfatério do problema de identidade de sistemas 16gicos;
(#1i) Possuir boas propriedades categoriais (por exemplo, se elas s@o categorias completas
e/ou cocompletas, se elas sdo categorias acessiveis);

(iv) Permitir uma nogao natural de sistema l6gico algebrizdvel (como no conceito de légica
algebrizavel segundo Blok-Pigozzi ([12]) ou de proto-algebrizabilidade de Czelakowski
([19])).

Inicialmente, foram analisadas as duas categorias de assinaturas (finitarias) conside-
radas na literatura: Ss tem morfismos mais simples mas muito estritos e melhores pro-
priedades categoriais; Sy tem morfismos mais flexiveis mas é categorialmente mais pobre.
Definiu-se um par de funtores adjuntos entre essas categorias, mostrando que a monada
ou tripla 7 = (T, u,n) sobre S;, canonicamente associada a esta adjuncao, é tal que T'
preserva colimites filtrantes, reflete isomorfismos e, principalmente, que Kleisli(T) = Sy,
de onde se deriva algumas informacoes adicionais sobre a categoria Sy: por exemplo, esta
tem todos coprodutos. Segue-se uma andlise da categoria de légicas L associada a catego-
ria de assinaturas Sy: ¢ verificado que a tnica obstrucao para a existéncia de um "tipo”de
limite/colimite em L é a ndo existéncia deste ”tipo” de limite/colimite em Sy: isto ja per-
mite concluir que existem em geral (i.e., mesmo no caso infinitario) todas as fibrilagoes
irrestritas e fibrilagoes restritas quando os S-morfismos de fonte comum sao regulares, i.e.
sdo imagens de S;-morfismos. Define-se a categoria quociente Qf := L/, que identifica
morfismos flexiveis paralelos entre 16gicas cujas imagens de cada férmula da légica fonte
sao inter-demonstraveis na légica alvo, verifica-se que os Q s-isomorfismos coincidem com
as equipoléncias de [16] e que, portanto, na categoria quociente Q diversas apresentagoes®
da logica classica sao, de fato, isomorfas. Considera-se uma subcategoria plena L} — Ly,
constituida pelas logicas ditas “congruenciais” e verifica-se que esta é uma subcategoria
reflexiva: logo a toda légica estd canonicamente associada uma légica congruencial opti-
mal. Finalmente, na correspondente categoria quociente Q5% := L/ (i) resolve-se o
”problema da identidade” para logica cldssica em termos de Q¢-isomorfismos; (ii) a toda
l6gica esta associada optimalmente um objeto de QfF; (iii) Qf possul boas propriedades
categoriais: é completa, cocompleta e finitamente acessivel (i.e. toda légica congruencial
é colimite filtrante, em Q%, de logicas ”finitamente presentaveis”); (iv) existem uma es-
colha natural de nocao de légica “Lindenbaum” algebrizavel, e uma escolha de morfismo

8 Que nao possuem simbolos de constante 16gicas como T e L.
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entre essas, de modo a determinar uma categoria Lind(Ay) tal que Lind(Ay) = Ay n L
e assim obtendo uma boa subcategoria Q(Lind(Ay)) < Qf.

Em [5], leva-se a campo a teoria abstrata da homotopia aplicada ao contexto das
categorias de légicas. Desta forma tem-se uma “categoria relativa” formada pelo par
(Ls, W), onde W é a classe dos morfismos flexiveis que sao “equivaléncias fracas”, i.e. as
traducoes conservativas que sao “morfismos densos”. Nesta teoria relativa de categorias
estao disponiveis as nogoes de limites e colimites homotopicos, que grosso modo consti-
tuem as melhores aproximagoes de uma construgao de limite/colimite que preservam as
equivaléncias fracas. E estabelecido que (L, W) possui todos os limites e colimites ho-
motdpicos. Verifica-se que as equivaléncias fracas coincidem com as equipoléncias e que,
portanto, a correspondente categoria homotdpica (de fragoes), L£;[W™], é equivalente a
categoria quociente Qy = L/, situacao andloga a que ocorre no contexto da categorias
dos espacos topoldgicos e equivaléncias de homotopia. Desta forma, esta abordagem nao
permite apenas uma abundancia de construgoes (homotépicas) e um bom tratamento da
questao da identidade de logicas, mas ela também permite que muitas intuicoes da teoria
da homotopia, desenvolvidas no contexto dos espacos topoldgicos, sejam transpostas ao
contexto das categorias de logicas.

Finalizamos esta se¢ao observando que mesmo as nogoes ditas flexiveis de morfismos
de tradugoes de logicas nao englobam a traducao de Glivenko entre a Logica Classica e a
Légica Intuicionista. Este ponto sugere que também seria natural considerar ampliacoes
do cendario utilizado nesta secao, tanto na questao da representacao de flechas ditas de
traducao quanto na representagao dos sistemas légicos como objetos. Desenvolveremos
isto na sequencia.

4. Légicas abstratas e representacoes

Nesta secao esbocaremos, com menor nivel de detalhes que na secao anterior, al-
guns desenvolvimentos da apresentacao de logicas e suas conexoes que sao mais abstratos
e/ou dados por meios menos diretos de representagao.

Iniciamos observando que, ao invés de se considerar apenas os sistemas légicos “concre-
tos” como na secao anterior, i.e., aqueles dados por um par (X, ) onde |- estd associado
a um certo operador de fecho definido na ¥-édlgebra de férmulas Fy(X), pode ser con-
siderada uma ampliacao natural desta idéia, considerando agora uma légica como dada
por um par (S,) onde S é um conjunto “de sentengas abstratas” e : P(S) — S ¢é
um operador de consequéncia abstrato: este é o ponto de vista desenvolvido em [24],
que se concentra no estudo das tradugoes conservativas abstratas. Alternativamente esta
informacao pode ser codificada por um par (S,7) dado por conjunto (de “sentencas”)
munido de um operador de fecho definido em seu conjunto de partes T : P(S) — P(95):
este é o ponto de partida de [41], que apresenta uma varia¢do interessante que incorpora
a propriedade de estruturalidade de uma relagao de consequéncia abstrata, trazendo a
campo a no¢ao matematica de médulo sobre um quantale para produzir novas nogoes de
identidade de légicas.

Por um breve momento, vamos utilizar uma situacao especifica: a da Légica Cléssica
de Predicados de primeira ordem - como motivacao para algumas abstracoes. Aqui cabe
reconhermos que a teoria de modelos desta logica “funciona bem” devido, em grande parte,
a dois aspectos: (i) por um lado, em fungao de (meta)teoremas estruturais especificos
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como o Teorema da Compacidade e o Teorema de Lowenheim-Skolem; (ii) por outro
lado, devido a motivos gerais como as construcoes envolvendo restrigoes e expansoes de
linguagem com adi¢oes de novos simbolos para constantes e simbolos funcionais. Ambos
aspectos admitem generalizagoes interessantes - a Teoria das Logicas Abstratas e a Teoria
das Instituigoes- constituindo instancias de um novo campo de estudos denominado Teoria
Abstrata de Modelos, que vamos apresentar brevemente na sequéncia.

Uma ldgica abstrata é uma familia de pares ordenados L = (S, |=,), indexada pelas
linguagens ou vocabulérios 7, onde S, é um conjunto (“de T-sentencas abstratas”) e =, é
uma relagao (“de consequéncia semantica”) entre T-estruturas e T-sentengas, satisfazendo
algumas condigoes de compatibilidade. O primeiro Teorema de Lindstrém caracteriza a
Légica de primeira ordem classica como a logica abstrata regular - representando, em
particular, os conectivos booleanos - que é maximal entre as que satisfazem a propriedade
de compacidade e de Lowenheim-Skolem para baixo: para uma prova deste resultado veja
por exemplo o Capitulo XIII de [21]; para variantes deste resultado veja por exemplo
[23].

A nocao de Instituicao foi introduzida por J. Goguen e R. Burstall no final da década
de 1970 a fim de providenciar uma unificacao formal do conceito de sistema logico, moti-
vados pela explosao populacional de légicas e de suas formas de apresentacao. Assim este
conceito formaliza a nocao de sistema légico como um objeto matematico, i.e., fornece
uma teoria de modelo abstrata e categorial que formaliza a nocao intuitiva de sistema
l6gico, incluindo sintaxe, semantica e relagdo de satisfagao entre eles ([20]). A principal
caracteristica (modelo-tedrica) é que uma instituicao contém uma relagao de satisfagao en-
tre modelos e sentengas (ambos abstratos) que sdo coerentes sob a mudanga de linguagens
ou vocabuldrios (abstratos) por meio de morfismos. Ldgicas de predicados de primeira
ordem (finitdrias ou infinitdrias), com a semantica de Tarski, fornecem exemplos naturais
de institui¢oes. Uma variagao do formalismo das instituicoes, a nocao de II -Instituticao,
foi definida por J. Fiadeiro e A. Sernadas em [26], fornecendo uma abordagem (prova-
tedrica) alternativa a nogao de instituigao ao substituir uniformemente a nogao de modelo
e satisfacao por um operador de consequéncia primitivo & 14 Tarski. Em [37] é verifi-
cado que as categorias naturais formadas por légicas proposicionais, L£s e Ly, fornecem
exemplos naturais de Il-instituticoes. Neste mesmo trabalho, mostra-se que, com nocoes
naturais de flechas entre instituigdes e entre Il-instituigoes, obtem-se categorias (grandes),
INST e Il —=INST, e também um par de funtores adjuntos entre estas categorias. Ja em
[35], é fornecida uma institui¢ao para cada categoria de légicas proposicionais, L5 e Ly,
através do uso da nocao de matriz para uma légica proposicional. Neste mesmo trabalho,
por uma conveniente modificacao da construcao anterior, determina-se uma instituicao
para cada classe de equipoléncia de légicas algebrizaveis: isso permite aplicar nocoes e
resultados da Teoria da Instituicoes em Loégica Proposicional para derivar, a partir da
introducao da nogao de “contexto de Glivenko”, uma forma forte e geral do Teorema
de Glivenko, que relaciona um par bem comportado de légicas proposicionais (como o
formado pela légica classica e a légica intuicionista) obtendo assim um par de tradugoes
conservativas entre as logicas em questao a partir de um morfismo institucional entre as
instituicoes logicas correspondentes.

Este ltimo resultado indica a utilidade potencial de nao apenas considerar versoes
abstratas de légicas (sejam proposicionais ou nao) mas também considerar formas menos
diretas de representar légicas. Nesta linha aparecem os trabalhos [36], [4] e [34], que
descreveremos brevemente na sequéncia.
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Em [36] sao estabelecidos codigos funtoriais perfeitos tanto para morfismos flexiveis
de assinaturas quanto para morfismos flexiveis entre 1égicas algebrizaveis. Em mais deta-
lhe: (i) é estabelecido um anti-isomorfismo entre a classe de morfismos de assinaturas e
alguns funtores entre as respectivas categorias de estruturas; (ii) prova-se que este anti-
isomorfismo se restringe a um anti-isomorfismo entre morfismos de logicas algebrizaveis e
alguns funtores entre suas categorias de estruturas que se restringem as suas quasivarie-
dades canonicas que sao suas respectivas semanticas algébricas equivalentes.

A lacuna conceitual do trabalho [36]- a saber a auséncia de um cédigo funtorial perfeito
para légicas proposicionais gerais - é preenchida pelo trabalho [4]. Isto é realizado através
da nogao de par filtro, um conceito introduzido em [39], como uma ferramenta para criar
e analisar logicas. Em mais detalhes: um par filtro para uma assinatura > é um par
(G, 7) dado por funtor contravariante G da categoria das X-estruturas na categoria dos
reticulados algébricos e por uma transformacgao natural j : G — P, onde P : X—Str — AL
é o funtor contravariante dado pelo conjunto poténcia do conjunto subjacente a uma
estrutura, e tal que as componentes de j sao fungoes que preservam infimos arbitrarios
e supremos dirigidos. E mostrado que toda légica tarskiana surge de um par filtro e
que as tradugoes flexiveis de logicas surgem de morfismos de pares filtros, estabelecendo
uma conexao categorial precisa: a categoria L ¢ isomorfa a uma subcategoria plena e
coreflexiva da categoria formada por pares filtros e morfismos adequados de “mudanca de
assinatura base”.

Os trabalhos mencionados nos dois paragrafos anteriores apresentam um traco co-
mum: produzir cédigos (funtoriais) perfeitos de légicas. Em Matemadtica, existem véarias
instancias uteis de codificagoes mais relaxadas, como por exemplo quando se representam
grupos por grupos de matrizes ou quando se identificam anéis com unidade R, R’ que
sao Morita-equivalentes, i.e., quando as respectivas categorias de representacgoes lineares
(categorias de médulos) s@o equivalentes: R— Mod ~ R’ — Mod. Esta tltima relagao estd
longe de constituir uma representacao fiel da identidade estrutural de anéis® e dai segue
sua utilidade. Em [34] sdo dados os primeiros passos para se constituir uma teoria de
representagoes de logicas: (i) seleciona-se uma classe de objetos padroes “bem compor-
tados”, a classe das logicas (Lindenbaum) algebrizdveis, que tém uma boa representagao
categorial (dada pelas quasivariedades canonicamente associada a essas); (ii) por meio
desta classe de objetos especiais define-se o conceito de légicas Morita equivalentes (a
esquerda) e uma variante mais fraca denominada légicas estavelmente Morita equivalen-
tes (a esquerda); (iii) mostra-se que uma logica e sua légica congruencial canonicamente
associada sdo Morita equivalentes (apesar de, em geral, nao serem equipolentes); (iv)
mostra-se que as diversas apresentagoes da légica classica sao Morita equivalentes; (v)
verifica-se que a logica classica e a logica intuicionista ndo sdo estavelmente Morita equi-
valentes.

Finalizamos estas notas com algumas palavras sobre identidades de ordem alta en-
tre logicas. Anteriormente nos focamos nas apresentagoes (e representagoes) de sistemas
l6gicos sob um ponto de vista prova-tedrico, e também o mais bésico entre esses: baseadas
essencialmente na apresentacao (ou codificagao) de apenas uma relagao de demonstrabili-
dade, eventualmente abstrata. Na realidade esse estd longe de ser o espirito principal da
subarea da Logica denominada “Teoria da Prova”, que como o préprio nome coloca, foca

.e., existem anéi ri uivalen ue nao sao isomorfos. Por exem néi atpxn

9 Le., existem anéis Morita e alentes que nao sao isomorfos. Por exemplo, os anéis R e Mat R
sao sempre Morita equivalentes, para qualquer m» > 1, mas mesmo que R seja comutativo, o anel
Mat, «,(R) nunca é comutativo se n > 2, logo estes ndo podem ser anéis isomorfos.
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seu estudo nas provas em si e ndo na relacao de demonstrabilidade (i.e. se existe uma prova
de uma férmula (eventualmente abstrata) a partir de algum conjunto de férmulas). As-
sim, por esse ponto de vista, seria muito natural considerar identidades entre provas como
parte constituinte de alguma conceituagao de identificacao de légicas: por exemplo, colo-
cando que duas provas sao indistinguiveis quando se reduzem a mesma forma normal. A
situagao seria, grosso modo, assim descrita: a cada légica atribuimos uma multi-categoria
([30]) cujos objetos sao as férmulas e cujas multi-flechas, que tem fonte um conjunto de
formulas e alvo uma férmula tinica, sao as provas desta férmula com hipéteses no conjunto;
a composi¢ao de multi-flechas seria dada pela concatenagao de provas (como esperado);
as multi-identidades seriam dadas pela propriedade de reflexividade!?. Assim os siste-
mas légicos anteriormente considerados seriam simplesmente “multi-posets”, uma versao
“magra” da multi-categoria acima descrita: i.e. haveria uma unice multi-flecha de um
conjunto de férmulas em uma férmula sempre que existisse alguma prova da férmula com
hipéteses neste conjunto. Assim, sob o ponto de vista anteriormente discutido, 1égicas
seriam indistinguiveis quando os multi-posets associados fossem equivalentes. Por outro
lado, na multi-categoria cheia, cujas multi-flechas sao as provas, haveria muito mais es-
trutura a ser considerada, tendo assim nogoes muito mais finas de indistinguibilidade de
logicas: logicas seriam indistinguiveis se, além de haver um processo de identificagao dos
objetos dados por (classes de equivaléncia) de férmulas, este processo também respeitasse
(e identificasse) a estrutura local de provas entre as férmulas associadas.

Tendo em vista as colocagoes acima e trazendo também a campo a esséncia da cor-
respondéncia de Curry-Howard, que conecta logicas com teorias de tipos - identificando
férmulas com tipos e assim também identificando provas de féormulas com termos de um
dado tipo - fica natural entendermos as iniciativas que surgiram a partir de meados da
década de 1990 de conectar teoria de tipos e teoria da homotopia abstrata ([29]). Assim a
questao de identidades entre provas ficaria codificada através da familia, indexada nos ti-
pos, formada pelos tipos de identidade associado a cada tipo, que codifica a estrutura das
nocoes de indistinguibilidade entre termos de um dado tipo. Assim as préprias identidades
entre termos (provas) de um dado tipo (férmula) seriam dados por “homotopias formais”
entre esses termos. Por outro lado, estas homotopias formais poderiam ser realizados
concretamente por caminhos computacionais (reversiveis) entre provas (= multi-flechas)
dados por sequéncias finitas de substituicoes e reescrituras que transformariam uma prova
na outra prova. E também poderiamos imaginar identidades de ordem ainda mais alta,
por exemplo, observando a estrutura das homotopias formais entre homotopias formais,
e assim por diante.

No espirito das observacoes colocadas nos paragrafos acima, finalizamos essas notas
simplesmente sugerimos ao leitor interessado a consulta das referéncias [29], [28], [2] e
[40].

10 Toda férmula determina uma prova dela mesma.
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